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Περίληψη 


Τα δυναμικἁ Γεωμετρικά λογισμικἀ, παρ ὁτι νέα, ἐχουν αρχαία καταγωώ- 
γἡ ὡς προς τον ἔλεγχο εικασιών, ισχυροποίηση υποθέἐσεων και ανακὰἁ- 
λυψη προτάσεων Και θεωρηµάτων, παρ ὁτι αυτὸ επιμελώς (αποκρὺ- 
πτετοι) απὀ την επίσηµη µαθημµατικἠ βιβλιογραφία. Άρα ο ρόλος τους 
στην επανανακὀλυψη της γνώσης (αλλά και της προαγωώωγἠς της) ὁ- 
πως απαιτοὺν οι νέες διδακτικὲἐς προσεγγίσεις εἶναι ε«κ τών ὧν ουκ άνευ. 
Με τα δὺο χαρακτηριστικὰ παραδείγματα που παρουσιάζονται, ὁπως 
και µε την ειδικἠ προσέἑγγισἠ τους µἐσω τῶν δυνατοτήτων του δυναμικοὺ 
λογισμικοὺ, διαφαίνεται η αναγκαιότητα πλήρους διδακτικής τους εκµε- 
τάλλευσης, η οποἱα προὐποθξέτει Κοι µια προσαρμµογῆ του Α.ΙΠ.Σ. για την 
Γεώμετρία. 


Λέξεις-Κλειδιά: «ΚεΙοηραα, δυναμικά γεωμετρικά λογισμικά, ανακαλυ- 
πτική μάθηση, 


Εισαγωγἠ 


Υπάρχουν κἀποιοι απλουστευμµένοι αφορισμµοἰ, πλην ὀχι ιδεολογικἁ 
αδιάφοροι για το τι εἶναι Μαθηματικἀ. λ.χ. «ΜαθηματικἁξΑπεικονίσειςο) ἡ 
(ΜαθηματικἀἁξΑπόδειξη) (Ηθαιςη,]927) που κατὰ καιροὺς λέγονται και 
ακούγονται μεταξὺ των Μαθηματικών ὡς πορίσματα προσωπικἠς 
εµπειρἰας. Ωστόσο, η ενεργὸς εξελισσόμενη ουσία τῶν Μαθηματικών 
εἶναι η ἴδια η Μαθηματικὴ Ανακάλυψη, για την ουσία της οποίας δεν 
υπάρχει κάποιος γνωστὸς αφορισμὸς. Με δεδομένη την σύγχρονη τάση 
της Παιδαγωγικῆς που αφορἀὰ στην «Ανακαλυπτικἠ Μάθηση» και µε 
δεδοµένα τα σύγχρονα υπάρχοντα εκπαιδευτικὰ εργαλεία, δηλ. 
εκπαιδευτικὀ λογισμικἁἀ που ευνοοὺν τον σχηματισμὀ ισχυρών εικασιὼν 
και υποθἑσεών, για την ανακἀὀλυψη µαθηµατικὠν προτάσεων καιτην εν 
συνεχεία απὀδειξἡ τους, δημιουργείται η κατ αρχἠν εὑλογη απορία γιατἰ 
δεν έχουν εισαχθεἰ αυτονοήτως σε Πανελλήνια καθολικἠ καθηµερινἠ 
µαθησιακἡ διαδικασία τάξης, παρἀ τις προσπάθειες που ἔχουν γίνει στα 
ηλεκτρονικἁ βιβλία µε την προσθήκη εφαρµογίδιων και 


(μικροπειραμάτων» . Η ισχυρή µαθηµατικἠ παράδοση του Ευκλείδη που 
συστηµατοποίησε και ταξινόµησε την ἑως τότε μαθηματική ανακάλυψη 
µε Θοαυμαστὸ, πρωτοποριακὀ, αυστηρὀὸ και απόὀλυτα λογικὸὀ τρὀπο, 
ἑδρασε καταλυτικὰ και  ἔκτοτ κατέστη παγκόσμιο μαθηματικὸ 
υπὀδειγµα- πρὀτυπο μαθηματικής διάρθρώσης -παρουσίασης µιας 
μαθηματικής Θεωρίας. Αποτέλεσμα αυτοὺ ἠταν να αποκρύβεται 
επιµελέστατα ο πειραματικὸς και ο ενίοτε «δια μηχανικών µεθὀδων») 
τρόπος μαθηματικής έρευνας για την ονακἀὀλυψη τῶν προτάσεων, 
πρἀγµμα που αποτελεἰ δεσπὀζον υπόδειγμα και για σήµερα. Τα νέα 
Γεωμετρικά εκπαιδευτικἀ λογισμικἀ, εισάγουν ολιστικὲς προσεγγίσεις για 
τα µαθηματικὀ, καθώς προσφἑρουν πειραματισμὸ για εξαγωγή και 
ισχυροποἱηση εικασιών, δυνατότητα χιλιάδων παρατηρήσεων καθώς 
ένα σχἡὴµα µεταβάὀλλεται δυναμικὰ και πλἐὲον η παρατήρηση-εικασία 
εἶναι ισοπόσως ισχυρή και ἁρα εδραίἱα. Παράλληλα, ο πειραματισμὸς, 
δίνει την ευκαιρία να χρησιμοποιηθοὺν µἐθοδοι εργασίας που 
χρησιμοποιοὺν οι πειραματικὲς επιστήμες ὡς προς την εξαγωγή τῶν 
μαθηματικών τους συμπερασμάτων, ὀχι όμως και τα ἴδια το μαθηματικὰ 
για τον εαυτὸ τους (!) αφοὺ τα ὁποια (μαθηματικἁ για το μαθηματικὀ) 
παρουσιάζονται στην τελική τους µορφἠ ὡς «πρὀταση-απόδειξη) χωρὶς 
τιποτα να προηγείται της «πρὀτασης) Παραλλήλως, «αυτὰ τα 
Γεώμετρικὰ εργαλεία εισὀγουν «φυσικοὺς τρὀπους σύνδεσης της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας µε την Ανάλυση, την Άλγεβρα και την Φυσική, 
πράγματα σπουδαία διδακτικὠς για την ορθή αντίιληψη-μοντέλο τῶὼν 
μαθητὠν γι αυτοὺς τους σπουδαίους τομείς του επιστητοὺ. Στην 
παροὺσα εργασία, Θα παρουσιάσουμε ορισμένα χαρακτηριστικἁ 
παραδείγματα που επαοληθεύουν τα προηγουμένως ισχυριζὀµενα. 


Η διερευνητικὲς και ανακαλυπτικἐς δυνατότητες ενὸς δυναμικού 
Γεωμετρικού Εργαλείου, (λ.χ. του »κθίςΠρας) 


Μια γνὠστὴ πρὀταση, λέει, ὁτι «τα µέσα Των πλευρῶὼν τετραπλεύρου, 
εἶναι κορυφές παραλληλογράμμου». Την επιλέγουμε επίτηδες, οφοὺ εἶναι 
πολὺ γνωστὴ και απλἠ και δεν προοιωνίζεται κὀτι αρκετὰ γόνιμο απὀ την 
µελέτη της. Μια δυνητικἠ διατὐπώση, µπορεί να την κάνει (ανοικτής 
διατὺπώσης) Και να έχουμε µια εκφώνηση του τύπου «Να µελετήσετε Τι 
σχήμα ορίζουν τα µέσα των πλευρῶὼν τετραπλεὺρου. Να το αποδείξετε 
Και να διερευνήσετε εἰδικές περιπτώσεις ανακαλὐπτοντάς τες, 
διατυπώωνοντὰς τες Και αποδεικνὺοντάς τες.» Αυτό βεβαίως θέλει ὁπως 
θα δοὺὐμε παραπὀνω χρὀνο, Θέλει «συνέχεια διερεὺνησης κατ'οἰκον» 
υπὀὸ τύὐπον μικρής εργασίας, ὁμως η χαρὰ της ανακάλυψης 
[ενδεχόµενης, πλην πιθανότατα αναμενόμενης για το συγκεκριµένο 


επιλεγμένο παράδειγµα) προσδίδει την χαρὰ της ουσίας της 
Μαθηματικῆς ανακὀλυψης και ὀχι µόνον την χαρἀ της ανακὀλυιψης της 
απὀδειξης προς την οποία επικεντρώνεται η διδασκαλία. Μπορούμε να 
ισχυριστοὺμε μµάἀλιστα, ὁτι η ανακἀὀἀλυψη της πρὀτασης εἶναι πιο 
σπουδαία απὀ την ανακἀλυψη της απὀδειξης, η οποία και αυτή εἶναι 
σπουδαία, Και ουδόλως παραγνωρίζεται η µἐγιστη σημασία της στα 
Μαθηματικἀὰ. Απλώς, τίθεται στην μαθηματικὠς ορθἠ της διάσταση και 
σειρὰὀ, δηλ. ἐπεται- νοµοτελειακἁ- της ανακὀλυψης ([Ξισχυρἠς υπὀθεσης) 
την επισηµοποιεἰ, αιτολογεὶ, οριστικοποιε, εδραιώνει, και την 
επισφραγίζει. Ας δούμετι µπορεί να ανακαλυφθεί: 


Α) Η ὁποια τυχαϊα κίνηση των πλευρών δείχνει ὁτι έχουμε οπτικὀ ένα 
σχἡήμα παραλληλογράμμου. Η πρὀταση «Φαίνεται ως αποτέλεσµα 
φαινομενικὰ απείρων πειραμάτων, η πρὀταση εἶναι εκεἰ, αποδεκτή, 
προφανἠὴς ἰσως, ὠὡὠστόσο, το «γιατί εἶναι παραλληλόγραμμο) εἶναι ένα 
ερὠτηµα ουσίας του επιστητοὺ πἀσης επιστήμης, που απὀ πολλὲς Και 
για πὰρα πολλὰ ερωτὴμµατὰ τους που περιέχουν το 


Δ 





Σχήµα Ί: Με την κίνηση των Α.Β,Γ,ΑΔ, η οπτική Σχήµα 2: Μια τέτοια διάταξη, µπορεί να ειδοθεί 
εντύπωση του ΚΛΜΝ ως παραλληλογράμμου και ὡς στρεβλό τετράπλευρο, όπου ισχύει η 
είνια εδραία. Η απόδειξη, είναι η λογική , πρόταση, αν βεβαίως ο µαθητής έχει µάθε να 
αναγκαότητα του «γιατί παρατηρείται» αυτό. βλέπει στον χώρο επίπεδα σχήματα. 





Λ Δ 
Σχήµα 5: Η ειδική περίπτωση όπου Α,Β, Γ ἡ ' . ' ' 
συνευθειακά, δείχνει και εκεί την ισχύ της Σχήµα 4: Η πιο απλή ειδική 
πρότασης, µε επαναδιατύπωση για τρίγωνο. περίπτωση, επάγει την ιδέα της 
απόδειξης. 


«γιατ πλην των Μαθηματικών, μένουν αναπάντητα Και ανοικτά. Για 
παράδειγµα, ενώ δεν γνωρίζουμε γιατί ἕλκονται δὺο σώματα που ἐχουν 
μάζα, γνωρίζουμε κάλλιστα το πῶς ἑλκονται (Νόμος Παγκόσμιας ἐἑλξης 
Νεὐτώνος) Το «ΥιατΏ) εἶναι παραλληλόγραμμο συνιστὰ την απὀδειξη και 
εἶναι ὀντως η καρδιὰ των Μαθηματικών, παρ ότι ἔχουμε την ισχυρἠὴ 
εποπτεία του λογισμικοὺ. (σχἡµα 1) Β) Καθώς κινοὺµε µια κορυφἠ τυχαία 
στο επίπεδο μπορούμε να φθάσουμε στο σχήμα 2, ὁπου υπάρχει µια 


πιθανότητα ο Μαθητής να δει το σχἡµα -ανάλογα µετις εµπειρἰες του- 
ὡς µη κυρτὸ τετράπλευρο εἶτε ὡς στρεβλὀὸ τετράπλευρο στον χώρο. 
Αυτὸ µπορεί να το «δΕΙ) και απὀ το σχἠὴµα], ὁμως η δυσκολία να 
Φφανταστεὶ ὁτι υπάρχει «κἀμψη» , «ασἀὀκσμα κατὰ μήκος µιας 
διαγωώνίου, απαιτεὶ γνώση της έννοιας «στρεβλὀὸ τετράπλευρο και πὠς 
σχεδιάζεται σε επἰπεδο. Το µη κυρτό το γνωρίζει, αφοὺ στα διδακτικἁ 
βιβλία, αφοὺ γἰνει ο ορισμὸς του κυρτοὺ σχήματος και του µη κυρτοὺ, 
τίθεται το διδακτικὀ συμβόλαιο «απὀ τώρα και στο εξής ὅταν Θα λὲμε 
(πετρράπλευρο) Θα εννοοὺμε µόνο το κυρτὸ, εκὸς αν ρητὠὼς 
οναφερὀμµεθα σε (µη κυρτὀ». Και αυτὸ το συμβόλαιο, απὀ µόνο του, 
αποτελεἰ δυσκολἰα στο να αντιληφθεί το σχήμα, δεν εἶναι ὅμως και 
αδύνατον. Γ) Η ειδικἠ οριακὴ περἰίπώωση ὁπου τα ΑΒ, Γ εἶναι 
συνευθειακἀὰ, [σχήμα 3) δίνει µια καινούργια πρὀταση που χρειάζεται 
διατὺυπώση και απὀδειξη. Η απὀδειξη µιας απλούὺστερης πρὀτασης 
ὁπως αυτῆ, πρέπει να υποθέσουμε ὁτι εἶναι ευκολότερη και ταυτόχρονα 
δίνει Και την ἰδια ιδὲα για την απὀδειξη της γενικότερης πρὀτασης. 
Μάλιστα το Β, δύναται να ευρίσκεται Και στην προἑκταση του ΑΓ. 
[Προκύπτει απὀ περεταἰρω παρατήρηση) δ) Ἀλλη εἰιδικἠ οριακἠ 
περίπτωση εἶναι όταν λ.χ. τα Β και Γ συμπίπτουν (και ἁρα το μέσον τους 
Λ) (σχήμα 4) Εδὠ η απὀδειξη εἶναι ακόμα πιο απλἠ και απὀ την 
προηγούµενη περίπτωση και πὀλι δίνει το Κλειδί για την χρήση γνωστὴς 
πρὀτασης για την «απὀδειξη. Η αναδιατὐπωση της πρὀτασης εἶναι 
πλέον «Τα µέσα των πλευρών τριγὠνου µε κάθε κορυφἠ του εἶναι 
κορυφὲς παραολληλογρἀὰμμου» 
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Σχήµα 7: Τα «κατά κορυφήν τρίγωνα» Σχήµα 5: Οριακή περίπτωση εκφυλισμού 
δίνουν µια άλλη πρόταση. παραλληλογράαμμµου σε ευθ, τµήµα, δίνει 
- γνωστή πρόταση στο τραπέζιο. 
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Σχήµα 6: Η οριακή περίπτωση 
συνευθιακών Α,Β,Γ,Δ, δίνει µια 
ενδιαφέρουσα γνωστή πρόταση στα ευθ. 
Ἅ τμήματα. 
Μ Γ 


Σχήµα 8 


Ε) Μια ἀλλη ειδικἠ περἰπτώση εἶναι πολὺ πιο εντυπωὠσιακἠ: Σε κάποια 
στιγµῆ, φαίνεται το παραλληλόγραμμο να εκφυλίζεται σε ευθύγραμμο 
τµήµα. Εκεί αν ο μαθητής διερευνήσει το «πὀτε εκφυλίζεται το 
παραλληλόγραμμο σε ευθύγραμμο τµήµα» Θα δει, ότι αυτὸ φαίνεται να 
συμβαίνει όταν Τα ΒΔ και ΑΓ που δεν εἶναι σχεδιασμµὲἑένα εξ αρχής, εἶναι 
παράὀλληλες πλευρὲς τραπεζιου. Πὰρα πολὺ εντυπωσιακὀ, ὅταν µε 
μεταγνωστικὲς αναστοχαστικὲς διαδικασίες, ο µαθητὴς µπορεὶ να δει µια 
διαφορετική πρὀταση της Γεωμετρίας ὡς οριακἠ περἰπτώση µιας ὀλλης 
φαινομενικὰ ἁσχετης. 


ΣΤ) Καθώς τα Α)Β,Γ,Δ γίνονται συνευθειακἀ, ἔχουμε µια ἀλλη επίσης 
γνωστὴ ενδιαφέρουσα περίπτωση πρὀτασης -ἁσκησης που µπορεί να 
λυθεὶ µε τις στοιχειώδεις Ιδιότητες τών ευωθ. τμημάτων ἡ και τῶν 
διανυσμάτων. 7) Μια ἄλλη τυχαία περίπτωση διερεύνησης, µπορεἰ να 
δώσει µια ἀλλη πρόταση της οποἱας η διατύπωση εἶναι «ἑστωσαν δὺο 
τρίγωνα ΑΟΒ και ΓΟδΔ που έχουν κατὰ κορυφἠς τις γωνίες τους Ο . Αν 
Κ,Λ,Μ,Ν εἶναι αντιστοἰχως τα µέσα τῶν ΑΒ,ΒΓ,ΓΔ,ΔΑ , να δείδετε, ὁτι Το 
ΚΛΜΝ εἶναι παραλληλόγραμμο.» Η) Μια ἄλλη οριακἠ περίπτωση του 
Ιδίου σχήματος δίνει την πρὀταση που λέει, ὁτι «το συμμετρικὸ ενὸς 
τριγώνου ως προς µια κορυφἠ του, έχει ἰση αντίστοιχη διάµεσο ως προς 
το σηµείο συμμετρίας.» (σχήμα 8) 


Υπάρχει µια ἀλλη γνωστὴ πρὀταση που λέει ὁτι (πο εμβαδὀὸν ενὸς 
τετρραπλεὺὑρου, ισούται µε το ημιγινόμενο των διαγώὠνίὼν του, επἰ το 
ηµίτονο της γωὠνίας που σχηματίζουν» [Είναι παραπληρωματικὲς και 
ἐχουν ἰδιο Πημµίτονο) Η απὀδειξη της πρὀτασης εἶναι απὀ εκείνες τις 
φοβερὲς αποδείξεις του τύὐπου «Φἑέρω, αυτό κι αυτό, παρατηρώ αυτὰ και 
απεδεἰχθη!) Μια γενική ευρετική οδηγία Μαθηματικών, λέει ὁτι «για να 
λύσεις µια ἁσκηση, Θα πρὲἑπει πρὠτα να ἔχεις λύσει µια παρόμµοια- 
ανάλογη ευκολότερη» Η Ευκλείδεια θεώρηση της απὀδειξης λέει: «Απὸὰ 
τις τέσσερις κορυφὲς του τετραπλεὺρου, φέρω παραλλήλους προς την 
διαγώνιο , δημιουργείται ένα µεγάλο παραλληλόγραμμο και ἀὀλλα 
τέσσερα μικρὰ παραλληλόγραμμα, απὀ τα οποἰα τα μισὰ εκάστου, 
συνιστοὺν το τετράπλευρο και ἁρα το τετράπλευρο ἐχει εμβαδὀν το µισὀὸ 
του παρολληλογράμμου» και κάπου εκεἰ τελειώνει η απὀδειξη. Ας δούμε 
πὼς Θα μποροὺσε να το αντιµετώπίσει ἕνας μικρὸς καταρτισµένος 
ερευνητής, µε µια ανοικτή εκφώνηση του τύπου «Να διερευνηθεί µε ποιο 
τρὀπο µπορείἰ να συνδἑεται το µήκος τῶν διαγώνίών τετραπλεὺρου µετο 
εμβαδὸν του) : Α) Να σκεφθείἰ ὁτι ο τύπος για το εμβαδὀν συναρτήσει 
τῶν διαγωνίων, δεν µπορεί να εἶναι ὅ,--δ, αφοὺ μήκος Και μήκος κάνει 


| ου ... 
μήκος και ὀχι εμβαδὀν, οὐτε σα, αφοὺ μήκος δια µήκος κἀνει καθαρὀ 
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αδιάστατο αριθμὸ -λόγο κτλ Ο µαθητὴς μπαίνει για πρὠτη φορά σε 
µάθηµα Γεωμετρίας σε λογική ελέγχου τύπου απὀ ἀποιψη διαστάσεων, 
πράγμα που εἶναι στην καθηµερινἠ λογική της Φυσικής, ὀχι ὁμως και 
της Γεώμετρίας. Β) Μπορεί ο µαθητὴῆς να εκτελέσει πειραματικὰ τον 
αλγόριθμο που επίσης χρησιµοποιείαι καθημερινὰ στις πειραματικὲς 
επιστήμες, ολλὰ ὀχι στην Γεωμετρία, ὁτι «ὅταν αναζητω σύνδεση ενὸς 
μεγέθους Α συναρτήσει ἀλλων, β,Υ, ὅ,... τα διατηρὠ όλα σταθερἀὰ και 
(Κουνἀάω) (μεταβόλλω) µόνο το ἑνα το β και βλέπω την γραφική του 
παράσταση Α/β) . Ἐπεια διατηρὠ αυτὸ σταθερὀὸ και τα υπόλοιπα Και 
κουνὀώ ἕνα ὀλλο Και παρατηρω την µεταβολὴ του μεγέθους Α/Υ], κ.ο.κ. 
Στο συγκεκριµένο πρὀβληµα, µε την βοήθεια του λογισμικοὺ «κεϊοηραα, 
μπορεὶ να μεταβἀὀλλει την µία διαγώνιο Και να βλέπει την µεταβολὴ του 
εμβαδοὺ του τετραπλεὺρου. Η µεταβολὴ «αυτή, δίνει ως γραφικὴ 
παράσταση ευθεία γραμμή, ἁρα βγαίνει η βἀσιµη εικασία ὁτι ο τύπος 
εἶναι της µορφἠς α-δ-ὃὸ, ὅπου α κἀποιο αδιάστατο μέγεθος. Γ) 
Εφαρμόζοντας την γραφικἡὴ παράσταση της µεταβολὴς του Εμβαδοὺ 
συναρτήσει του μήκους τις µιας διαγωνίου, λαμβάνει µια εικόνα ὁπως 
φαίνεται στο Σχήµα 2. Το ο αυξομειώνεται καθώς κινώ το Γ, και το 


εμβαδὀν Ε, δίνει µια εικόνα νέφους αν κινώ ταχέως ἡ συνεχοὺς γραμμὴῆς 
σε βραδεία κίνηση του Γ. Υπάρχει σαφὲς ὁριο µια ευθεία και το ὁριο της 
ευθείας διαγράφεται όταν κινούμαι σε Κάθετη θέση ως προς την δ. Εκεί 
ο µαθητὴς έχει εναλλακτικὲς σκέψεις, που πρέπει να εἶναι σε θέση να 
κάνει {µε τις υφιστάμενες πρακτικές σε διδασκαλία, σε λογικἡ 
αναλυτικὼὠν προγραμμάτων και κυρἰὼς εμπειριών, μάλλον δεν µπορεί) 
Όμως Θα ἔπρεπε 





1 Γ] Σχήµα 14 το Εφ) ὕκηρύφα την καμκύλη, καθώς 62-ἅ κατά θέπῃηκα 
] . μέγεθος ενώ ὅΊ-α μύνη κατά μέγεθος, καθώς το δ1 περηπρέφετα 
Σχήµα 3: Κας κμπίτα το κα µεαρόλκταιτο Σχήµα ΤΠ: Το 62 εἶναι σταθερό "θέσα με έθα" εώ το 01 πιρίπῃ τομή των ὄκηωνίων Η καμπύλη ὑκηράφετα δύᾳ φορές στ 
αφ ὄν (κίρνυ µέρος) βλέπυνηςε, ὅπ ἔχοιηιε ἕνα Μάνο µεγέθαι κα µηβύνα ύλες ης διμπές θέσας καθώς κάθε πλήρη σιρυφή του Γ. 
ψέφυς σηµάων κα ἕνα όρκν µοης αιβάΐας πτριπρέφετα τρίτο. 
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Σχήμα 12:Το ὅ, µεαβύλλετα μόνο καιά Σχήμα 13 Οτύπος µπορά να προκύψα ααύτην Ἠσπμορκκῆπερίατωπη ὅπου ἡ σχεΒ παπῖζτα 
κος κα πι ΜΜ πρύήκση του βαν δύο τρηώνων µεκυνή βάση 01 ΜΕΛΑ, 0 τίπος πρυκήπτα «ππαραηπκώ» απύ τον ίππο 
μικος ροκύπτα γρακή σνύρπηση κα ύψη υ1 κα 02 ὕπως φαατα και Μη τρηωνομετρία. ηφαῦού πρηώνου όπου το Ε πηΝπα μεημηπύμου δύο 


πλαυρών εκῖ ημέεσαν περεχοµένης γωήας! 


να ἧταν σε µαθησιακἠή ετοιμότητα να µπορεί να δει κἀάποια απὀ τα 
παρακάτω, ὁτι δηλ. το νέφος αυτὀὸ : α) Δεν παριστὰνει συνάρτηση 
µονότιµη, απ αυτὲς που γνωρίζει. β) ο τύπος α-δ.δ, εξακολουθεἰ να 
ισχύει ὡς εικασἰα και το α του τύπου, εἶναι µεν αδιάστατο μέγεθος, ολλὰ 
όχι υποχρεωτικἀ σταθερὀ. Τα µὀνα αδιάστατα μµεταβλητὰ μεγέθη που 
γνωρίζει ο µαθητὴς εἶναι οι τριγωνομετρικὲς συναρτήσεις. Μέγιστο στις 
900 (κάθετη σχέση των διαγωνίών) ἔχουμε µόνο στο ηµἰτονο. Μπορεἰ 
τότε να σταθεροποιῆσει τα δι Και ὃδρ κατὰ μέγεθος Και να δει την 
µεταβολή του Εμβαδοὺ, συναρτῆσει της γωνίας εἶτετου ηµιτόνου της. Αν 
τυχόν εργαστεἰ να κοτασκευὰσει κύκλο µε κέντρο το Α και ακτίνα ΑΓ, µε 
το Γ να κινείται στον κύκλο, ἔχουμε το σχἠµα]0 . Πάὰλι δεν έχουμε εικόνα 
συνάρτησης, αλλὰ µεταβολἠς του Εμβαδοὺ 


Θ) Ως ἀλλες περιπτώσεις εἰδικὲς που προκύπτουν µε πιο άμεσο τρόπο, 
εἶναι η αναζήτηση για το πὀτε το παραλληλόγραμμο εἶναι ορθογώνιο, 
πὸτε ρόμβος και πὀτε τετράγωνο εἶναι µια κίνηση που απορρὲει απὀ την 
επιτυχή απὀδειξη, µε κἀποιο αναστοχασμὀ, μεταξὺ µιας ελἀχιστης θέσης 
και µιας μέγιστης που αντιστοιχεἰ σε κάθετη θέση τῶν δι Και δ2, ενώ στην 
ελάχιστη, σε κἀποια ολλοίώση του σχήματος , καθώς το σχὴµα σε 
διάφορες θέσεις γίνεται εκτὸς απὀ τετράπλευρο, τρὶγώνο, δὺο τρίγωνα, 
µη κυρτὀ τετράπλευρο και αντιστρόφως. Σε κάθε περἰπτώση, τα δι και δ2 
εἶναι σταθερὰ κατὰ μέγεθος και η παρουσία µιας τρἰτης μεταβλητής 
[γώνία ἡ τριγὠνομετρικὸς της αριθμὸς) πρέπει να µπορεί να εικασθεὶ 
τουλάχιστον απὀ ἑναν µαθητὴ που ἔχει συνηθίσει να εργάζεται σε 
ονοκαλυπτικὲς λογικὲς. Φαϊίνεται µια συνέχεια ανεξαρτήτως σχήματος. 


Φαίνεται δηλαδὴ η ολότητα, που περιέχει όλα τα γενικἁἀ και ειδικὰ 
σχήματα, καθώς απὀ την µία Θέση στην ἀλλη υπάρχει ομαλή συνεχἠς 
διαδοχἠ. Αναπόφευκτα, επιβάλλεται τρὀπον τινἁ Και η διερεύνηση 
αυτών των περιπτώσεων, πἐραν της εκφωνήσεως του προβλήματος, ας 
ἠταν και η δεδομένη εκφώνηση «ανοικτὴ. Ομιλοὺσε µὀνο για 
τετράπλευρο, ενώ τυχαία ολλὰ σιγουρα, στον δυναμικὀ χειρισμὸ 
εμφανίζονται όλες οι εἰδικὲς περιπτώσεις. Αν αντ του Α ὡς κέντρο 


κύκλου, λάβει το σηµείο τοµἠ τῶν διαγώνιων και ως φ ονομάσουμε µἰα 


γωνία των διαγωνἰὼν δι και δ», τὀτε ὡς Ε(μἐτροφ) λαμβάνουμε µια 
καμπύλη του σχήματος 12, απὀ ὁπου µπορεί να προκύψει και ὡς 
εικασία οτύπος ΕΞ/:δ,ἱ-δ,:ημφ , ὁπου β πλἐον µια σταθερἀ η γραφική 
παράσταση της μεταβλητής (Χ,Ψ)Ξ([ δ,:δ,-ημῳ, Ε)} δίνει ευθεία, η κλίση 
της οποίας εἶναι σταθερἠ 0,90 δηλ.το νότου τὺπου. 


Συμπεράσματα απὀ την διαπραγμάτευση των δύο παραδειγµάτων 


Δὺο απλὰ παραδείγματα, γεωμετρικὠς «αετριμμµένο», μποροὺν να 
αποδειχθοὺν γόνιμα σε ανακὀλυψη εἰιδιµκὼν περιπτώσεων µη 
διαφαινομὲένών στο στατικὀ σχήμα, ὁπως και επεκτὰσεων- γενικεὺσεων, 
επίσης µη διαφαινοµένων. Ο παραγωγὸς εἶναι ο μαθητής µε την εὑκολη 
πλέον παρατήρηση που απορρέει απὀ τις δυνατότητες του γεώμετρικοὺ 
λογισμικού, που αν Και Φφἑρει τον χαρακτηρισμό «εκπαιδευτικὀ) για την 
Γεώμετρία αποτελεἰ ταυτοχρόνως και εξελιγμένο εργαλεἰο έρευνας σε 
έναν τοµέα ο οποἱἰος απὀ τους Μαθηματικοὺς Θεωρείται « σχεδὸν 
εξαντληµένοο) ὁπου ελἀχιστα μένουν να ανακαλυφθούν. Δεν εἰναι 
αοκριβὲς λοιπὀν να θεωρούμε ὅτι τα γεώμετρικἀ δυναμικὀ εκπαιδευτικἁ 
λογισμικὰ εἶναι «βοηθητικἁ εργαλεία γεωμετρίας» ὁπως ο χάρακας καιο 
διαβήτης . Εἶναι κάτι πολὺ παραπάνω απὀ «εργαλεία», αφοὺ φέρνουν 
στην επιφάνεια δυνατότητες, µε απολύτως προσιτὸ τρὀπο, που δεν 
υπήρχαν πριν δὺο δεκαετίες Και αποκαθιστοὺν το πραγµατικὀ πρὀσωπο 
της Γεωμετρίας που ἔχει εν πολλοίς στρεβλώθείἰ µε την επἰ δεκὀδες 
οιώνών διδασκαλία του τύὐπου «Θεώρημα, πρὀταση, πὀρισµα, 
εφαρµογή, ἁσκηση, πρὀβλημα, ανακἀλυψη «απὀδειξης, εξεὺρεση 
λὑσηςο) µε το σωστὸ πρὀτυπο, δηλ. «Ανακάλυψη (πραγµατικἠ ἡ 
καθοδηγοὐμενη) προτάσεων, ασκήσεων κτλ μµἐσω δημιουργίας 
ισχυρών εικασιὼν που προκύπτουν απὀ έρευνα και πειραματισμὸ 
(πραγματικής ἡ καθοδηγούμενης ανακὀλυψης ἡ επαον-ανακάλυψης) 
και εν συωνεχεέα η -με αδήριο τρὀπο- προκύὑπτουσα «ανάγκη 
αιτολόγησης, µὲἐσω της απὀδειξης. Απὸ το μενοὺ των γεώμετρικὠν 
λογισμικών, προκύπτει επίσης και σύνδεση µε την Ανάλυση µἐσω τῶν 


γραφικὠν παραστὰσεωών που μποροὺν να γίνουν και ὁρα συμβὀλλει 
στην ανὰδειξη της ενότητας και ολιστικἠς θεώρησης των Μαθηματικών, 
κάτι αναγκαίο διδακτικἁ, γνωστικά, και επιστηµονικἀ. (Πλατάρος,2008) 


Στην Ελλάδα, η καθολική χρήση δυναμικών γεωμετρικώὠν λογισμικών, 
μοιάζει να ἔχει δεσµευθεῖ µε τα προβλήματα της επιμόρφωσης 
Β επιπέδου Και να τα ακολουθεἰ αναγκαστικὠς. Ο στὀχος της καθολικἠς 
χρήσης τους απὀ µμαθητὲς και καθηγητὲς µε την υπάρχουσα 
πραγματικότητα πολιτική, κοινωνική, συνδικαλιστική, στρεβλώὠσεών 
Πανελληνίώὠν, υποβάθμισης της διδασκαλίἰας της Γεωμετρίας κλπ. μοιάζει 
ουτοπικὸς, ενώ Θα ἔπρεπε να εἶναι αυτονόητα επιτεὺξιμος. Η ὁποια 
προσπάθεια ανάδειξης και εφαρμµογὴς αυτών τῶν εργαλείων, περνὰ 
µέσα απὀ υποχρεωτική επιμόρφωση στο Β επίπεδο µε παράλληλη 
τροποποίηση του Α.Π.Σ. που Θα προσεγγίζειτην Γεώμετρία µε ακόμα πιο 
ονακαλυπτική-διερευνητικὴ επιστηµονικἠ ἐποιψη και διασὐνδεσὴ της και 
µε τους υπόλοιπους μαθηματικοὺς κλάδους και λοιπές «Φυσικὲς 
Επιστήμες. 
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